Хармонично отношение

[image: image1.jpg]



Ако точките A,B,C и D лежат на една права с (ABCD) бележим отношението [image: image3.png]


.
Ако правите a,b,c и d се пресичат в една точка с (abcd) бележим отношението [image: image5.png]sincCMAa

s ocuE
SinZoMA

SinDME



.
Лема 1: (ABCD)=(abcd) (отношението (abcd) често се записва като M(ABCD)).
Доказателство: 
[image: image6.png]



[image: image7.png]



[image: image8.png]



[image: image9.png]



Където h е дължината на общата височина на четирите триъгълника спусната от M. Оттук веднага следва, че (ABCD)=(abcd).
Лема 2:

[image: image10.jpg]



Отношението (ABCD) не се променя при централна проекция. Наистина от Лема 1 следва (ABCD)=(abcd)=(A’B’C’D’).
Лема 3: Отношението (ABCD) се запазва при инверсия.

Доказателство:

При инверсия с коефицент k имаме:

[image: image11.png]0c.04




[image: image12.png]0c.08




[image: image13.png]kl.DA
0D.0A





[image: image14.png]\kl.DB





Откъдето следва твърдението.
Една от четирите точки може да е пресечна точка на две прави, които се пресичат в безкрайността. В такива случай е полезно да намерим граница, когато една точка се движи безкрайно по правата на която лежат другите 3. Тази граница е доста проста.Например ако [image: image16.png]


тогава [image: image18.png]


.
Когато (ABCD)=1, отношението (ABCD) се нарича хармонично. Следващата лема се доказва лесно с помощта на Менелай и Чева.

Лема 4:

[image: image19.jpg]



Нека в триъгълник ABC, точките X,Y и Z лежат съответно на страните BC,CA и AB. Нека правата ZY пресича правата BC в точка X’. Правите AX,BY и CZ се пресичат тогава и само тогава когато (ABCD)=1.

Лема 5: 

[image: image20.jpg]



Нека точките A,B,C и D лежат на 1 права и в равнината е дадена точка X, която не лежи на тази права. Ако две от следните твърдения са верни, тогава и третото е вярно.
1. (ABCD)=1
2. XB е ъглополовяща на [image: image22.png]£CXA




3. [image: image24.png]XB 1L XD




Тази лема е следствие от свойствата на окръжност на Аполоний.

Следващата задача е от шортлиста на МОМ 1995.

Задача 1: Даден е триъгълник ABC, нека D,E и F са допирните точки на вписаната окръжност съответно със страните BC,CA и AB. Нека т.X е вътрешна за триъгълник ABC, такава, че окръжността вписана в триъгълник XBC,  се допира до страните XB,BC и CX съответно в точките Z,D и Y. Да се докаже, че четириъгълника EFZY е вписан.

[image: image25.jpg]



Решение: 
Нека [image: image27.png]T =BCNEF



. Понеже правите AD,BE и CF се пресичат в една точка => (TBDC)=1.Нека [image: image29.png]


 правите XD,CZ и BY се пресичат в една точка => (T1BDC)=1=(TBDC), следва [image: image31.png]


 . След като изразим степента на точка T спрямо вписани окръжности в триъгълник ABC и триъгълник XBC се получава. [image: image33.png]TD?




 и [image: image35.png]


 или [image: image37.png]


 от което следва че четириъгълника е вписан.
Тази задача е давана на контролно в Китай за определяна на отбора за МОМ през 2002

Задача 2:
Нека ABCD е изпъкнал четириъгълник и [image: image39.png]E=ABNCDF=ADNBC,P=ACNBED



. Нека O е петата на перпендикуляра спуснат от P към EF. Да се докаже, че [image: image41.png]£BOC = £AOD



.
[image: image42.jpg]



Решение:  

Нека [image: image44.png]§=ACNEF



 и [image: image46.png]T =BDNEF



. От Лема 4 следва че (ETFS)=1, от Лема 2 имаме (ETFS)=B(ETFS)=(APCS).Но [image: image48.png]OP 1 05



, тогава от Лема 5 следва че [image: image50.png]£POC = £POA.



 (APCS)=E(APCS)=(BPDT)=1, [image: image52.png]OP L OT



, от Лема 5 имаме, че [image: image54.png]


. Следва, че [image: image56.png]£AOD = £BOC



.
Продължаме със задача давана на контролно в Румъния за определяне на отбора за JMBO 2007.
Задача 3:
Нека ABC е правоъгълен триъгълник и [image: image58.png]


 и т.D лежи на страна AC. Е е симетричната точка на A спрямо правата BD, а F е пресечната точка на CE с перпендикулярът спуснат от D към BC. Да се докаже, че AF,DE и BC се пресичат в една точка.
[image: image59.jpg]



Решение: Нека [image: image61.png]X =AENBD,Y=AENBCZ=AENDF



 и [image: image63.png]T =DFnBC



. От Лема 1 приложена за триъгълник AEC и за чевианите AF и ED следва,че правите AF,DE и BC се пресичат в една точка тогава и само тогава когато (AYEZ)=1. Понеже четириъгълника XYTD е вписан следва, че [image: image65.png]tan XVB = tan XDZ



 което е еквивалентно на [image: image67.png]


 или [image: image69.png]


. Понеже триъгълниците XAB и XDA са подобни имаме, че [image: image71.png]


. Като използваме, че [image: image73.png]


 получаваме [image: image75.png]


 и затова (AYEZ)=1.
Следващата задача е от контрола в Румъния за определяне на отбора за МОМ.

Задача 4:
Даден е триъгълник ABC, нека точките D,E и F са допирните точки на вписаната в ABC окръжност [image: image77.png]


 съответно със страните BC,CA и AB. Нека M е среда на BC. [image: image79.png]


, нека [image: image81.png]


 е окръжността с диаметър BC и [image: image83.png]X =kyNBLY =k;NCI



. Да се докаже, че [image: image85.png]



 [image: image86.jpg]



Решение: Без ограничения на общността можем да приемем че [image: image88.png]


. Нека [image: image90.png]T =EFNBC



 ( ако [image: image92.png]



[image: image94.png]


).
Твърдение 1: Ако [image: image96.png]


 ,тогава [image: image98.png]BX' L CX'



.

Доказателство: Фактът, че BI наистина пресича EF следва от това, че [image: image100.png]¢DFE =3 (¢4BC + LBAC)

7~ LACB <in



 (аналогично CI пресича EF).
(TBDC)=1 и триъгълниците [image: image102.png]BFX'



 и [image: image104.png]BDX'



 са еднакви, затова [image: image106.png]


, откъдето [image: image108.png]BX' L CX'



(аналогично ако [image: image110.png]CINEF



, тогава [image: image112.png]CY' L BY").




Твърдение 2:N е пресечна точка на DI с EF.

Доказателство:Достатъчно е да докажем, че [image: image114.png]NI L BC.



 Нека d е права минаваща през т.A и успоредна на BC. Понеже [image: image116.png]A(BMCm) =1



 => [image: image118.png](FNEZ) =1



, където [image: image120.png]


 От това следва, че N лежи на поляра на Z спрямо окръжността [image: image122.png]


 и N лежи на EF (поляра на т.A) следва, че AZ e поляра на точка N спрямо окръжността [image: image124.png]


. Оттук [image: image126.png]NILd



 и [image: image128.png]NI L BC



. В заглючение, понеже [image: image130.png]DI L BC,N € DI



.
От твърдение 1 следва, че [image: image132.png]


 и [image: image134.png]


. Затова [image: image136.png]X.Y € EF.



  Понеже (TBDC)=1 следва, че D лежи на поляра p на точка T спрямо окръжността [image: image138.png]


. Но [image: image140.png]TM Lp



, следва [image: image142.png]BC Lp



 и понеже [image: image144.png]DI 1L BC



 следва, че [image: image146.png]p = DI



.
Сега от твърдение 2 имаме, че D,I и N лежат на една права. Понеже DN е поляр => (TYNX)=1=D(TYNX).

Но [image: image148.png]DT L DN



, следва DN е ъглополовяща на [image: image150.png]£XDY



 оттук [image: image152.png]


.

Четириъгълниците BDIY и CDIX са вписани следва, че [image: image154.png]; £ABC = £DBI = DYl = LDYX



 (триъгълниците CDY и CEY са еднакви), [image: image156.png]


 Аналогично [image: image158.png]


.
Затoва  [image: image160.png]SinZDYX  sinZABC  AC
SinZACE | 4B





Задача 5: Даден е триъгълник ABC и [image: image162.png]


 е вписаната в него окръжност. Нека тя се допира до BC,CA и AB съответно в точките D,E и F. [image: image164.png]


, N е пресечната точка на описаната около CMD окръжност с DF и [image: image166.png]


 Да се докаже, че [image: image168.png]3FG.




[image: image169.jpg]



Решение: Нека [image: image171.png]X =EFNCG



 и [image: image173.png]T =EFNBC



. Понеже (TBDC)=1 следва че и F(TBDC)=1 и от пресичането с CG получаваме че и (XGNC)=1. От теоремата на Менелай приложена за правата DF и триъгълника BCG, намираме че CD=3FG, откъдето CN=3NG. Понеже (XGNC)=1, [image: image175.png]


 достатъчно е да докажем, че N е среда на CX. [image: image177.png]£MEX = £tMDF = tMCX



, следва четириъгълника MECX е вписан откъдето [image: image179.png]


 и [image: image181.png]


 Също така [image: image183.png]


 и [image: image185.png]£XMN = £XMC — £CMN = £CEF — £FDB = £EDC




Като използваме горните равенства между ъглите стигаме до  [image: image187.png]



Получаваме [image: image189.png]


, оттук [image: image191.png]sSincFDA _ sinZBDF

SinZEDA  sinZCDE



. От друга страна DA е симмедиана в триъгъник DEF, оттук [image: image193.png]FD _ sinZDEF  sinZBDF
BD  sinzDFE





Затова N е среда на CX.
Нека ABCD е вписан четириъгълник и X е точка от окръжността описана около ABCD. Тогава четириъгълникът ABCD се нарича хармоничен ако X(ABCD)=1.
Следващата задача е от подготовката на Румъния за МОМ 2006

Задача 6:
Нека ABCD е изпъкнал четириъгълник и O е пресечната точка на диагоналите. Ако BO е симмедиана в триъгълник ABC и DO е симмедиана триъгълник ADC, да се докаже, че AО е симмедиана в триъгълник ABD.
[image: image194.jpg]



Решение: Нека [image: image196.png]BBNAC.T=BBNDD

DDNACT,



, където DD и BB са съответно допирателните към описаната около ADC окръжност в т.D и описаната около ABC окръжност в т.B. Понеже BO е симмедиана в триъгълник ABC и DO е симмедиана в триъгълник ADC, [image: image198.png]


 и [image: image200.png]


 следва [image: image202.png]


.
Оттук BD е поляр на [image: image204.png]


 спрямо описаната около ADC окръжност и поляр на [image: image206.png]


 спрямо окръжността описана около триъгълник ABC. Но [image: image208.png]


 следва че окръжностите описани около триъгълниците ABC и ADC съвпадат т.е. четириъгълника ABCD е вписан и (AOCT)=1, тогава D(AOCT)=1 и с пресичането му с окръжността описанала около ABCD следва че четириъгълника ABCD е хармоничен. Тогава A(ABCD)=1. От пресичането с BD следва че (BODS)=1, където [image: image210.png]


 Следва че АО е симмедиана в триъгълник BAD.
Задача 7: Нека ABC е равнобедрен триъгълник като AB=BC и M е средата на BC.Да се определи положението на вътрешна т.P така че [image: image212.png]£BPM + £CPA




[image: image213.jpg]1,{ |





Решение: Нека т.D е пресечната точка на AP с описаната около BPC окръжност и [image: image215.png]§=DPn BC.




Понеже [image: image217.png]£SPC

180 — £CPA



 следва че [image: image219.png]


 От теоремата на Щайнер приложена в триъгълник BPS за PS и PM следва [image: image221.png]SB _ PB®
sc . pct



, от друга страна от синусова теорема получаваме
 [image: image223.png]°B _ DB sms5DE DB sincPCE DB PB

SC _ DC sinzsDC _ DC sinzPBC _ DC' PC





От горните отношение следва че [image: image225.png]DE _ PB
bc . PC



 т.е. четириъгълника PBDC е хармоничен, затова точката

 [image: image227.png]BBNCC



 лежи на правата PD. Ако [image: image229.png]


 тогава AB и AC са допирателни до описаната около BPC окръжност и геометричното място на P е окръжноста описана около BIC, където I е центъра на вписаната в ABC окръжност. Иначе ако [image: image231.png]A'EA



, тогава [image: image233.png]AMNPSNBENCC



, понеже [image: image235.png]A' € PD



 и [image: image237.png]


, затова като имаме че [image: image239.png]A'#EA



, получаваме че [image: image241.png]


, затова P лежи на AM.

Задача 8: [image: image243.png]


 е окръжност с център O и A е точка външна за окръжността. Нека AB и AC са допирателните от A към окръжността. D е такава точка от окръжността, че [image: image245.png]0 € AD



, X е петата на перпендикуляра спуснат от B към CD, Y е средата на BX и Z е втората пресечна точка на DY с окръжността. Да се докаже, че [image: image247.png]ZA L ZC.




[image: image248.jpg]



Решение: Нека [image: image250.png]0Nk



. Затова [image: image252.png]DC L DH



 и [image: image254.png]DH || BX



. Понеже Y е среда на BX, следва че [image: image256.png](BYXe0)




, оттук [image: image258.png]D(BYXH)=1



 и с пресичането с [image: image260.png]


 следва че четириъгълника HBZC е хармоничен. Тогава C(HBZC)=1, тогава с пресичането с правата HZ следва че [image: image262.png](A'ZTH) =




, където [image: image264.png]A

HZnCC



 и [image: image266.png]T =HZNBC.



 Тогава CH е поляр на т. [image: image268.png]


 спрямо окръжността [image: image270.png]


, но CH=BC е поляр също и на A, оттук точките H,Z и A лежат на една права затова [image: image272.png]ZA 1 ZC.




Задача 9: Нека точките A,C,B и D лежат в този ред на права d и (ACBD)=1. Нека M е средата на CD. Нека [image: image274.png]


 е окръжност минаваща през A и M и NP е диaмeтър на [image: image276.png]


 перпендикулярен на AM. Правите NC,ND,PC и PD пресичат [image: image278.png]


 съответно в точките [image: image280.png]51,711,521,



. Да се докаже, че
[image: image282.png]B=5TNS5;h



.
[image: image283.jpg]



Решение: Понеже (ACBD)=1, тогава и N(ACBD)=1 и с пресичането с [image: image285.png]


, следва че четириъгълника [image: image287.png]ASIN'Ty



 е хармоничен, оттук правите [image: image289.png]5151, iy



 и [image: image291.png]AN’



 се пресичат в една точка, където
 [image: image293.png]N'"

NBNk.



Понеже допирателната в т. N е успоредна на AM и M е среда на CD, следва че [image: image295.png](CMDw) =1,



затова и N(NDMC)=1 и с пресичането с [image: image297.png]


 следва че четириъгълника [image: image299.png]NT, M5,



 е хармоничен. Оттук [image: image301.png]5151, iy



 и [image: image303.png]MN



 се пресичат в една точка. От последните две наблюдения следва че правите [image: image305.png]5151, 1Ty, MN,AN'



 се пресичат в т.Z. От друга страна [image: image307.png]B(AS;N'Ty) = B(NT, M5;)




, и от пресичането с [image: image309.png]


 следва че четириъгълниците [image: image311.png]NT;MS3



 и [image: image313.png]AS3N'T;



 са хармонични, където [image: image315.png]S3 =BS5S, Nk, T; =BTy Nk



. Аналогично намираме че правите [image: image317.png]5353,T3T3, MN



и [image: image319.png]AN



 се пресичат също в т.Z. Затова [image: image321.png]53T



е поляр на Z спрямо окръжността [image: image323.png]


, но [image: image325.png]51T



 също е поляр на Z. Следва [image: image327.png]


, т.е. [image: image329.png]


 и [image: image331.png]


 затова точките [image: image333.png]51,B,Tq



 лежат на една права. Аналогично [image: image335.png]52,8, T,



 лежат на една права, откъдето следва че [image: image337.png]B=5TNS5;h



.
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